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这里只讨论
特征提取

特征提取方法

变换 ，其中 是 D 个/维原始特征，变换后生成 d 个/维新特征 。( )∗ =x W x

线性变换 * T=x W x W: D×d 维 ---- 通常，D > d， “特征压缩”，“特征变换”

对某类模式：压缩模式向量的维数，找到可以表征该单一类别的特征。

对多类分类：压缩维数；找到可以区分多个类别的特征。

保留类别间的鉴别信息，突出可分性。

特征提取的目的：

特征提取操作方法：

注意：维数压缩后，在新的d 维空间里各模式类之间的分布规律应至少保持不变或更优化。

特征选择：从 D 个特征中选出 d (< D)个

特征提取：把 D 个/维特征变换为 d (< D) 个/维新特征

D∈x  * d∈x 

这里只讨论
线性变换
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取

设 iω 类模式的均值向量为 M，类内散布矩阵(协方差矩阵)为 C： 

{ }XM E= { }T))(( MXMXC −−= E

式中，X 为 D 维向量，C为 D×D 的实对称矩阵。

设矩阵 C 的 D 个特征值分别为 1 2, ,..., Dλ λ λ 。任一特征值是满足 0=−CIλ 的一个解。 

假定 D 个特征值对应的 D 个特征向量为 , 1, 2,...,k D=ku 。则 ku 是满足 kk uCu kλ= 的一个非零解。 

ku 是 D 维向量，可表示为 T
1 2[ , ,..., ]k k kDu u u=ku 。 

若 ku 为归一化特征向量，根据实对称矩阵的性质，有 





≠
=

=
ij
ij

,0
,1T

ji uu —— D个特征向量相互正交。

对某类模式的特征提取目的：压缩模式向量的维数，找到可以有效表征该单一类别的特征。


设
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设矩阵C的D个特征值分别为
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假定D个特征值对应的D个特征向量为

[image: image1.wmf],1,2,...,


kD


=


k


u


。则

[image: image2.wmf]k


u


是满足

[image: image3.wmf]k


k


u


Cu


k


l


=


的一个非零解。

_1311738747.unknown



_1794605601.unknown



_1294997005.unknown






[image: image1.wmf]k


u


是D维向量，可表示为

[image: image2.wmf]T


12


[,,...,]


kkkD


uuu


=


k


u


。

_1294997005.unknown



_1794605612.unknown




若
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为归一化特征向量，根据实对称矩阵的性质，有
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取

利用 W 对 iω 类的样本 X 进行变换，得 * =X WX 。式中，X 和 *X 都是 D 维向量。 

若选 D 个归一化特征向量作为 W 的行，则 W 为归一化正交矩阵：
T

T

T

...

D

 
 
 =  
 
  

1

2

u
u

W

u

[ ]T ... D= 1 2W u u u T =WW I

考察变换前后的分布规律：均值向量 *M 、类内距离 2D 和协方差矩阵 *C 的变化。 
* *{ } { } { }E E E= = = =M X WX W X WM(1) 均值向量

}||{|| 2**2
jiED XX −= )}(){( **T**

jijiE XXXX −−= T{( ) ( )}i j i jE= − −WX WX WX WX
T T{( ) ( )}i j i jE= − −X X W W X X )}(){( T

jijiE XXXX −−= }||{|| 2
jiE XX −=

(2) 变换后的类内距离

变换后：类内距离保持不变。


利用W对
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类的样本X进行变换，得
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都是D维向量。
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考察变换前后的分布规律：均值向量
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、类内距离
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取

}))({( T***** MXMXC −−= E T{( )( ) }E= − −WX WM WX WM T T{( )( ) }E= − −W X M X M W T=WCW(3)
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变换后：协方差矩阵为对角阵，说明 *X 的各分量不相关 ——便于特征的取舍； 
*X 的第 k 个分量的方差等于未变换时 C 的特征值 kλ 。 

根据以上特点得到构造变换矩阵的方法： 目标：构造一变换矩阵，可以将 D 维向量 X 变换成 d 维（d < D）。

特征取舍的依据：选择方差小的特征分量，方差越小说明在该特征分量方向上投影点越紧密。


变换后：协方差矩阵为对角阵，说明
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的第k个分量的方差等于未变换时C的特征值
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取

思路：

将变换前的 C 的D个特征值从小到大排队

选择前d个特征值 所对应的特征向量 作为变换矩阵W的行（D×d）

对 X 进行W变换

11 1 1
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前d个特征值

1 2, , , dλ λ λ 1 2, , , du u u

优点：压缩了维数；

选择特征值（方差）更小的特征向量方向投影，投影后的样本点更密集

——相当去掉了方差大的特征分量。

不同于基于类别可分性
判据的特征提取方法，
特征值排列顺序相反。
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取（例）

例  假定 iω 类的样本集为 },,{}{ 321 XXXX = ，三个样本分别为 T
1 ]1,1[=X ， T

2 ]2,2[=X ， T
3 ]1,3[=X  

用类内散布矩阵进行特征提取，将二维样本变换成一维样本。 

解：1）求样本均值向量和协方差矩阵。 ∑
=

==
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2）根据 0=−CIλ 求 C 的特征值，并进行选择。 

由 , 得0
3.01.0

1.07.0
=

−−
−−
λ

λ
1 0.2765λ = 2 0.7236λ = 1 2λ λ< 1λ∴ 选

3）计算 1λ 对应的特征向量 1u 。由方程 11 uCu 1λ= 得 T[0.5,  2.1]= −1u  

归一化处理有 [ ]T T

2 2

1 10.5, 2.1 [0.5, 2.1]
4.660.5 2.1

= − = −
+

1u  

由归一化特征向量u1构成变换矩阵W： [ ]1 0.5, 2.1
4.66

= −W


例  假定
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用类内散布矩阵进行特征提取，将二维样本变换成一维样本。
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2）根据
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求C的特征值，并进行选择。
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3）计算
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归一化处理有
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对某类模式的特征提取——基于类内散布矩阵的单类模式特征提取（例）

例  假定 iω 类的样本集为 },,{}{ 321 XXXX = ，三个样本分别为 T
1 ]1,1[=X ， T

2 ]2,2[=X ， T
3 ]1,3[=X  

用类内散布矩阵进行特征提取，将二维样本变换成一维样本。 

4）利用 W 对 X1，X2，X3 进行变换。 
*
1 1 0.74= = −X WX *

2 2 1.48= = −X WX *
3 3 0.28= = −X WX

变换前

 

（b） 

*
3X  *

1X  *
2X  

0 -1 -2 
X* 

变换后


例  假定
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用类内散布矩阵进行特征提取，将二维样本变换成一维样本。
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4）利用W对X1，X2，X3进行变换。
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对多类分类的特征提取——基于类别可分性判据的特征提取

对多类分类的特征提取思想：提取的特征不仅要能够描述每个类别的特性，还要能够区分不同的类别，突出可分性。

采用类别可分性判据作为衡量新特征的准则。

特征提取问题转换为求最优的W*，即： ，其中 J(·)为类别可分性判据。( )* arg max TJ=
W

W W x

准则函数（变换后的可分离判据）：

𝐽𝐽1 = 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑊𝑊𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑤𝑤 + 𝑆𝑆𝑏𝑏 𝑊𝑊)

𝐽𝐽2 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑤𝑤𝑊𝑊 −1(𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑏𝑏𝑊𝑊)

𝐽𝐽3 = ln
𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑏𝑏𝑊𝑊
𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑤𝑤𝑊𝑊

𝐽𝐽4 =
𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑏𝑏𝑊𝑊)
𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑤𝑤𝑊𝑊)

𝐽𝐽5 =
𝑊𝑊𝑇𝑇Σ𝑊𝑊
𝑊𝑊𝑇𝑇𝑆𝑆𝑤𝑤𝑊𝑊

, Σ = 𝑆𝑆𝑤𝑤 + 𝑆𝑆𝑏𝑏

∑
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回顾：特征选择中常用的基于类内类间距离的可分性判据

基于类内类间距离的可分性判据：

* T
b b=S W S W
* T
w w=S W S W
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对多类分类的特征提取——基于类别可分性判据的特征提取

思想：类别可分性判据中要求 J(·) 越大可分性越好。

虽然 J1 ~ J5 这些准则函数形式不同，但得到的最优变换矩阵相同，接下来以 J2 为例（具体推导略）。

选择前d个特征值 所对应的特征向量 作为变换矩阵W的行（D×d），即

设总体散布矩阵𝑺𝑺𝑤𝑤−1𝑆𝑆𝑏𝑏的特征值（本征值）从大到小排列为： 1 2 d Dλ λ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ 

1 2, , , dλ λ λ 1 2, , , du u u

对 X 进行 W 变换

11 1 1

1

...
... ... ... ...
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d dD D

w w x

w w x
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*
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x

x

 
 
 
  

1
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 =  
  

u
W

u

不同于类内散布矩阵，类
内散布矩阵是越小越好。
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PCA（Principal Component Analysis）主成分分析

PCA基本思想：把高维特征通过线性变换，投影到低维空间中，将包含信息量大的主成分（离散度大）保留下来，忽

略对数据描述不重要的次要信息。

序号 西瓜A 西瓜B 西瓜C 西瓜D 西瓜E
重量 1 3 2 8 8

颜色 1 2 2 8 9

形状 6 7 6 6 7

纹路 3 2 3 9 9

气味 1 2 1 1 1

例：每个西瓜都有重量、颜色、形状、纹路、气味五种属性

注：这里的离散属性已经做了某种数字化处理，如颜色数值越小
表示越接近浅黄色，颜色数值越大越接近深绿色，形状数值越接
近1代表越接近球形等。

观察西瓜的五种属性，气味和形状是完全可以忽

略的，因为所有西瓜的这两个属性是差不多的。

序号 西瓜A 西瓜B 西瓜C 西瓜D 西瓜E
重量 1 3 2 8 8

颜色 1 2 2 8 9

纹路 3 2 3 9 9

降维

如果数据多且杂乱，或是高维数据，应如何处理？
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PCA（Principal Component Analysis）主成分分析

PCA的基本原理：线性映射（基变换），将原始数据变换为一组各维度线性无关的表示。

成为一组基的唯一要求是：线性无关（非正交基也可以，但由于正交基有较好的性质，所以通常使用正交基）
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PCA（Principal Component Analysis）主成分分析

PCA的基本原理：线性映射（基变换）。

如何用一个超平面对原始数据进行恰当的表达？

二维特征降到一维的示意图，若是高维特征则对应于超平面

若存在这样的超平面，则应具有两个性质：

 最大可分析性：

样本点在这个超平面的投影尽可能分开

 最近重构性：

所有样本点到超平面的距离最近

以上两种性质便是主成分分析的两种等价的推导，

即PCA最大方差理论和PCA最小平方误差理论。
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PCA主成分分析——最大方差理论

PCA的基本手段：线性映射（基变换），将原始数据变换为一组各维度线性无关的表示。

协方差矩阵定义了数据的离散程度（方差）和走向（orientation）（协方差）。

协方差矩阵的特征向量代表了一组正交基；

对应的特征值代表了原始数据在各特征向量上的方差（离散度），特征值越大，方差（离散度）越大。

因此，可采用具有最大离散度的特征向量及其特征值，表示原始数据的主要成分。
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PCA主成分分析

PCA最大方差理论：数学表示

原特征：𝑥𝑥1,···, 𝑥𝑥𝑝𝑝
新特征：𝜉𝜉𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,···,𝑝𝑝

𝜉𝜉𝑖𝑖 = �
𝑗𝑗=1

𝑝𝑝

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝜶𝜶𝑖𝑖𝑇𝑇𝒙𝒙

𝝃𝝃 = 𝑨𝑨𝑇𝑇𝒙𝒙

尺度：𝜶𝜶𝑖𝑖𝑇𝑇𝜶𝜶𝑖𝑖 = 1

考虑第一个新特征𝜉𝜉1

𝜉𝜉1 = �
𝑗𝑗=1

𝑝𝑝

𝛼𝛼1𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝜶𝜶1𝑇𝑇𝒙𝒙

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑡𝑡 𝜉𝜉1 = 𝐸𝐸 𝜉𝜉12 − 𝐸𝐸 𝜉𝜉1 2 = 𝐸𝐸 𝛼𝛼1𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥𝑇𝑇𝛼𝛼1 − 𝐸𝐸 𝛼𝛼1𝑇𝑇𝑥𝑥 𝐸𝐸 𝑥𝑥𝑇𝑇𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼1𝑇𝑇Σ𝛼𝛼1
其中，Σ是𝑥𝑥的协方差矩阵

求下列拉格朗日函数的极值：

𝑓𝑓 𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼1𝑇𝑇Σ𝛼𝛼1 − 𝑣𝑣𝛼𝛼1𝑇𝑇𝛼𝛼1
得：

Σ𝛼𝛼1 = 𝑣𝑣𝛼𝛼1; 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑡𝑡 𝜉𝜉1 = 𝛼𝛼1𝑇𝑇Σ𝛼𝛼1 = 𝑣𝑣𝛼𝛼1𝑇𝑇𝛼𝛼1 = 𝑣𝑣

最优的𝛼𝛼1为Σ的最大本质值对应的本征向量，𝜉𝜉1称作第一主成分，它在

原始特征的所有线性组合里是方差最大的。
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PCA主成分分析

PCA最大方差理论：数学表示

考虑第二个新特征𝜉𝜉2，必须满足第一主成分不相关，即

𝐸𝐸 𝜉𝜉2𝜉𝜉1 − 𝐸𝐸 𝜉𝜉2 𝐸𝐸[𝜉𝜉1] = 0

推导可得： 𝛼𝛼2𝑇𝑇Σ𝛼𝛼1 = 0

在约束条件 𝛼𝛼2𝑇𝑇𝛼𝛼1 = 0，𝛼𝛼2𝑇𝑇𝛼𝛼2 = 1 下最大化𝜉𝜉2的方差

𝛼𝛼2为Σ的第二本征值对应的本征向量，𝜉𝜉2称作第二主成分
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PCA主成分分析

设{X}为 iω 类的样本集，X 为 n 维向量。 

第一步：根据样本集求 iω 类的协方差矩阵（类内散布矩阵）。 

∑
=

−−=
N

i
iiN 1

T))((1 MXMXC ∑
=

=
N

i
iN 1

1 XM其中，

第二步：计算C的特征值，对特征值从大到小进行排队，选择前m个。

第三步：计算前 m 个特征值对应的特征向量 , ,...,1 2 mu u u ，并归一化处理。 

将归一化后的特征向量作为矩阵 A 的行。 

T

T

T

...

 
 
 =  
 
  

1

2

m

u
u

A

u
第四步：利用A对样本集{X}进行变换。

AXX =*

则m维（m < n）模式向量X *就是作为分类用的模式向量。

步骤：


设{X}为

[image: image1.wmf]i


ω


类的样本集，X为n维向量。

_1294998996.unknown




第一步：根据样本集求

[image: image1.wmf]i


ω


类的协方差矩阵（类内散布矩阵）。

_1294998996.unknown




第三步：计算前m个特征值对应的特征向量

[image: image1.wmf],,...,


12


m


uuu


，并归一化处理。

将归一化后的特征向量作为矩阵A的行。

_1670751264.unknown
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Any Questions?
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